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Lösungen zu den Tutoriumsaufgaben

T1. Berechnen Sie die Jacobimatrix der Abbildung F : R× (0,∞)→ R3,

F (x, y) =

 x2y3

log(y)
x+ y

 ,

für alle (x, y) ∈ R× (0,∞).

Lösung: F ist als Verkettung auf o�enen Mengen di�erenzierbarer Funktionen selbst dif-
ferenzierbar. Damit ist F nach Satz 2.25 auch partiell di�erenzierbar und die Jacobi-
matrix ist gegeben durch Df(x) = ( ∂fi

∂xj
(x))ij. Also existiert die Jacobimatrix für alle

(x, y) ∈ R× (0,∞) und ist für beliebiges (x0, y0) gegeben durch:

DF (x0, y0) =


∂F1

∂x
∂F1

∂y
∂F2

∂x
∂F2

∂y
∂F3

∂x
∂F3

∂y

 =


∂x2y3

∂x
∂x2y3

∂y
∂ log(y)

∂x
∂ log(y)
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 =

 2x0y
3
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

T2. Sei f : R3 → R die Funktion f(x, y, z) = x2 sin(yz3). Berechnen Sie die partielle Ableitung

∂3f

∂x∂y∂z
(x, y, z).

Was ist ∂3f
∂z∂y∂x

(x, y, z)?

Lösung: f ist als Verkettung bzw. Produkt di�erenzierbarer Funktionen selbst di�eren-
zierbar. Damit sind Ketten- und Produktregel anwendbar:

∂3f
∂x∂y∂z

(x, y, z) = ∂x∂z∂yx
2 sin(yz3)

Kettenregel
= ∂z∂xx

2 cos(yz3)z3 =

∂z2x cos(yz
3)z3

Kettenregel, Produktregel
= 2x · ((−1) sin(yz3) · 3yz2 · z3 + cos(yz3) · 3z2) =

6xz2(cos(yz3)− yz3 sin(yz3))

Satz von Schwarz (2.17) besagt, dass bei zweimal stetig partiell di�erenzierbaren Funktio-
nen die Reihenfolge der Ableitungen beliebig wählbar ist. Da Ableitungen von x2 sin(yz3)
stets wieder Produkte, Summen und Verkettungen von di�erenzierbaren Funktionen sind,
ist f sogar beliebig oft di�erenzierbar (und damit auch zweimal). Damit gilt:

∂3f

∂z∂y∂x
(x, y, z) =

∂3f

∂x∂y∂z
(x, y, z)
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T3. Zeigen Sie, dass die Funktion f : R2 → R

f(x, y) =

{
xy2

x2+y2
für (x, y) 6= 0,

0 für (x, y) = 0,

in ganz R2 partiell di�erenzierbar ist und berechnen Sie die partiellen Ableitungen in
jedem Punkt (x, y) ∈ R2.

Lösung: Aus der Vorlesung wissen wir, dass eine auf einem o�enen De�nitionsbereich
de�nierte Funktion per De�nition genau dann in x ∈ D = R2 partiell di�erenzierbar ist,
wenn der Grenzwert des Di�erenzenquotienten in jeder Koordinatenrichtung existiert. Sei
also (x0, y0) ∈ R2 \ (0, 0) beliebig, dann ist die partielle Ableitung in x-Richtung analog
zu der aus Analysis 1 bekannten Ableitung (da y0 zwar beliebig, aber fest ist und der
Nenner der Funktion ungleich null ist). Entsprechendes gilt für die y-Richtung und damit
ist für (x0, y0) ∈ R2 \ (0, 0) die Quotientenregel anwendbar:

∂xf(x, y)|(x0,y0) =
(x2

0+y20)y
2
0−x0y20 ·2x0

(x2
0+y20)

2 =
y20(y

2
0−x2

0)

(x2
0+y20)

∂yf(x, y)|(x0,y0) =
(x2

0+y20)2x0y0−x0y20 ·2y0
(x2

0+y20)
2 =

2x3
0y0

(x2
0+y20)

Noch zu zeigen bleibt damit die partielle Di�erenzierbarkeit in (0, 0):

∂xf(x, y)|(0,0) = lim
h→0

f((0,0)+he1)−f(0,0)
h

= lim
h→0

f(0+h,0)−f(0,0)
h

=

lim
h→0

h·02
h2+02

−0
h

= lim
h→0

0
h
= 0

∂yf(x, y)|(0,0) = lim
h→0

f((0,0)+he2)−f(0,0)
h

= lim
h→0

f(0,0+h)−f(0,0)
h

=

lim
h→0

0·h2
02+h2

−0
h

= lim
h→0

0
h
= 0

Damit existiert der Grenzwert in x- und in y-Richtung für alle Elemente in R2 und die
partielle Di�erenzierbarkeit auf ganz R2 ist gezeigt.
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